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1 EXKURS UBER KOMBINATORIK

Die Kombinatorik zahlt endliche Mengen ab. Sie beschiftigt sich damit mit dem Bestimmen des Umfangs
endlicher Mengen. Aus einer gegebenen Menge werden Elemente ausgewdahlt und angeordnet. Die ein-
fachste kombinatorische Aufgabe ist die Anordnung von n gegebenen Elementen. Das sind die sogenann-
ten Permutationen. Elemente kann man sich gleich durchnummeriert vorstellen, wir haben also die Zahlen
1, ..., n. Wie viele Moglichkeiten gibt es, diese Zahlen anzuordnen?

nn=n-n—-1)-n-2)-..-2-1

Als ersten Schritt gibt es das Auswdhlen mit bzw. ohne Wiederholung. Der zweite Schritt ist die Anordnung
entweder mit Beriicksichtigung einer Reihenfolge oder ohne. Diese Anordnungen mit Berticksichtigung
der Reihenfolge nennt man auch Variation und dabei handelt es sich um ein n-Tupel. Ein n-Tupel ist im-
mer eine Anordnung von Zahlen einer Folge.

Ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge nennt man es (leider nicht sehr selbsterklarend) Kombinationen
und das werden bei uns grofdtenteils Teilmengen sein.

Wir betrachten im Folgenden immer das Ziehen aus der Menge Zahlen {1, ..., n}.

1. Ziehen von k Zahlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge und mit Wiederholung.

(&1, &2, s €L & €{1,..,n}
k-Tupel
ANZAHL:n-n-...-n=nk
AL
k-mal

2. Ziehen von k Zahlen ohne Wiederholung mit Beachtung der Reihenfolge.
(e, r8r) & # &,1 # j,& €{1,..,n}
alle verschieden
ANZAHL: n(n — 1) (n—k + 1)
3. Ohne Wiederholung, ohne Reihenfolge, d. h. von den n Zahlen ist eine k-elementige Teilmenge
auszuwdhlen. k = 0, ..., n.

Allgemein ist (Z) die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1, ..., n}.

GESAMTANZAHL:
n n n+1
GG =("0 )
n! n!
N CE I CEICEL TS
_n!(n—k+1+k)
kK'(n—k+1)!
_ nl(n+1)
T kln—k+1)
4. Ziehen von k Zahlen mit Wiederholung und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Wir notieren

dieses in Form von Zellen, in denen die Haufigkeit der Ziige der i-ten Zahl mit Punkten gekenn-

zeichnet wird:

o | () | . | eoe |
GESAMTANZAHL:

|K|=(n+k—1)!_<n+k—1)

(k—Din! n
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2 EREIGNISSE, HAUFIGKEITEN UND WAHRSCHEINLICHKEITEN

In Natur und Gesellschaft gibt es zwei Typen von Abldufen oder Erscheinungen. Die einen sind nicht zufal-
lig und die anderen sind zufallig. Jetzt wollen wir uns einfach einmal tiber Beispiele herantasten an diese
Begriffswelt.

1. Nicht-zuféallige Versuchsabliufe oder Versuche:
Ort, Geschwindigkeit und dufere Krifte legen in einem mechanischen System den Zustand nach
einer gewissen Zeit t eindeutig fest.
2. Zufillige Versuchsabliufe oder Versuche:
e Bestimmte Menge eines bestimmten radioaktiven Praparats sei gegeben, nach 10 s wird
gemessen, wie viele Teilchen zerfallen sind.
Bei Wiederholung erhalt man im Allgemeinen andere Werte.

2.1 VERSUCHE

¢ Nicht-zufallige Versuche: Bei gleichen Versuchsbedingungen erhalt man bei Wiederholung im-
mer das gleiche Ergebnis.

e Zufallige Versuche: Bei gleichen Versuchsbedingungen erhalt man bei Wiederholung im Allge-
meinen unterschiedliche Ergebnisse.

2.2 EIGENSCHAFTEN DER RELATIVEN HAUFIGKEIT

Wir betrachten n Versuche sowie ein gewisses Ereignis A.

h,, (A) bezeichnet die sogenannte relative Hdufigkeit des Ereignisses A. Diese relative Haufigkeit hat folgen-
de Eigenschaften:

1. 0<h,(A) <1

2. Seien A, B zwei Ereignisse, die nicht gleichzeitig auftreten konnen.
e AV B = Aoder B eingetreten
e hy(AVB) = h,(A) + h,(B)

2.3 AUFGABE: SCHAFFEN EINES MATHEMATISCHEN MODELLS

1. Versuchsergebnisse:
Zahlen, Vektoren, ..., die im Versuchsprotokoll gespeichert sind.
BEISPIEL:
e 1 xWirfeln: Q ={1,2,3,4,5,6}
e 1 X Wirfeln: Q = {(sl, &) & €141,2,3,4,5, 6}}
Q heifd3t Menge der Elementarereignisse, z. B. o = (gq, ..., &,)
2. Ereignisse 4, B, ...
Sind Teilmengen von Q: 4,B € Q
BEISPIEL:

® 2 X Wirfeln:

Q={11,..,(1,6),..,(6,1),..,06,6)}
A = Summe der Augen < 10

={11),...16),.,41,..,46),..,51),..,(55),..,61),..,064}
Falls Versuchsergebnis w vorliegt, das in A liegt, so ist das Ereignis A eingetreten.
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Mit Ereignissen wird wie mit Mengen gerechnet:
A U B = Wenigstens eines der Ereignisse A oder B ist eingetreten
A N B = Die Ereignisse A und B sind gleichzeitig eingetreten
A = Q\ A = Aist nicht eingetreten
Q = Sicheres Ereignis
Q = @ = unmogliches Ereignis
Hilfsmittel in der Veranschaulichung hierzu sind beispielsweise VENN-Diagramme:

Fiir das Eintreten von A gibt es mehrere Mdglichkeiten:

,A zieht B nach sich” falls A € B.

BEGRUNDUNG: A eingetreten = w € A beobachtet = w € B beobachtet = B eingetreten.

Fiir die Verkniipfungen N,U, a gelten die iiblichen Rechengesetze; insbesondere die DE-MORGAN-
schen Regeln:

ANB

AUB

1
||
| =

V)
n

BEISPIEL:

B 1 x Wiirfeln

0=1{1,2,3,4,5,6}
A = gerade Zahl = {2, 4, 6}
B = (Augenzahl < 4) = {1, 2, 3,4}
A =1{1,3,5}

AN B = A und B gleichzeitig = {2, 4}

AUB ={1,2,3,4,6} = {5}
@ = keine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 ist gefallen
Q = wenigstens eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 ist gefallen

Falls Q unendlich ist, existieren u. U. komplizierte Teil-

mengen. Deshalb wird nur ein Teilsystem & von Teil-
mengen von () betrachtet, das abgeschlossen gegentiber
N, U, aist,d.h.

1. AEFHAEF

2. Ay, LAy AET U4 el N4 ER

3. DEFQEF

1. DEFINITION: Ein System & von Teilmengen von ()
heifdt Mengenalgebra, falls obige 1., 2., 3. erfiillt sind. Gilt

statt 2. sogar
Jaes [laces
i=1 i=1

Fiir jede unendliche Folge 44, 4,, ... von Mengen aus {, so heifdt § o-Algebra.
3. Bewertung der Ereignisse
P(A), A € § sei eine Abbildung, die jedem A € & eine Zahl zuordnet mit folgenden Eigenschaften:
1. 0<P4)<1

F={A14; .., A0}, AET.
Dieses & ist noch keine Mengenalgebra.
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2. P(AUB)=P(A)+P(B); ABEFANB=0
2. P(Q) =1, P(@)=0
3. VA4, ... €Y (paarweise disjunkt: Vi # j: A; N A; = (Z)):

P (O Ai> = i P(A)
i=1 i=1

Die Eigenschaft 2. heif3t Additivitat von P.
2* heif3t o-Additivitat
1., 2%, 3. heifden die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie (KOLMOGOROWSsche Axiome)

2. DEFINITION: Unter einem Wahrscheinlichkeitsraum versteht man ein Tripel (Q, &, P), wobei
Q = Menge der Elementarereignisse, § eine o-Algebra von Teilmengen von Q, P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf3.

1., 4., 3. Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Eigenschaften von P:
®  Monotonie: 4 € B - P(A) < P(B)
BEGRUNDUNG:

B=Au(BnA)

N/

disjunkt

P(B) =P(A)+P(BNnA)
>0

> P(4)

3. FOLGERUNG: A € B = P(A) < P(B) (aus der Monotonie)
AuAd=20
P(A)+P(A)=P) =1
4. FOLGERUNG: P(A)=1-P(A)
Allgemeine Additionsregel:
5. FOLGERUNG: P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B)

AUB=(AnB)Uu@AnB)U(BnA)
A=(AnB)U(ANB)
B=(BnA)U(AnB)
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Bisher war P gegeben, nun konstruieren wir P.

6. DEFINITION: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, §, P) heif3t diskreter Wahrscheinlichkeit-
sraum, falls Q hochstens abzahlbar ist und § das System aller Teilmengen von (Q ist.

Q lasst sich nummerieren:

Q={w,wy ..}, zB.Q={01,2,..}

q(w) = P({w}), w € Qist eine Abbildung q: Q — [0, 1] und heilRt Wahrscheinlichkeitsfunktion.
e

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsfunktion:
B 0<qlw)=<1

" Yo-nq(wy) =Yhenq(@) =1
Zusammenhang von g und P(4):

A={oy0,.}>4=| fwi)

[=1 disjunkt
[oe]

= P() = Y P({w,})
=1
oder kurz:
P(A) = ) q()
wEA
Konstruktion:

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion g: Q — [0, 1].
7. 0=5q(w) <1, %,e0qw) =1
ANSATZ: P(4) = Yoes q(w)

(S

P(AUB) =Y eaus (@) = Xpea (@) + Xy ep q(w) (Additivitét)
P erfiillt alle Anforderungen an ein Wahrscheinlichkeitsmaf? (siehe Axiome).

8. DEFINITION: Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &, P) heifdt klassischer Wahrscheinlichkeits-
raum oder laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum, falls die Anzahl der Elemente =: |Q| endlich ist
und die Wahrscheinlichkeitsfunktion q(w) = P({w}) konstant ist.

8A. FOLGERUNG: In einem klassischen Wahrscheinlichkeitsraum gilt q(w) = I%I und

|A] __ Anzahl der fiir A giinstigen Fille

PA) === Fall = w).
(4) Q] Anzahl aller Falle (Fa 2
BEWEIS:
¢ =q(w)
Z c=1
WEQN
=>c-|Q]=1
1
>c=—
12
P(A) = ) q@)
w€A

B Z 1 A
101~ jal
9. BEISPIEL: n-maliger Miinzwurf
0 = Zah], 1 = Wappen, gleiche Chance
Q= {(sl, v €0 g € {0, 1}}
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Alle Folgen haben die gleiche Chance = klassisches Modell.
Q] = 27, A, = k X Wappen gefallen
0 < k < n: Klassisches Modell:

Al ()
P(Ay) =Tl 2

n
( k) = Anzahl der Plitze, wo 1 steht

10. BEISPIEL: n-maliges Wiirfeln, regularer Wiirfel
0= {(81, vy &), g €{1, ...,6}}
Wegen Symmetrie haben alle Folgen die gleiche Chance = klassisches Modell.
Q=6-6-..-6=6"
A = Summe der Augen > 10

={(4,6),(6,4),(5,5), (5,6),(6,5), (6,6)}

P(A)_IAI_ 6 1
el 36 6

11. Urnenmodell: N Kugeln: M rot, N — M schwarz.
n ziehen ohne Zurticklegen, ohne Reihenfolge
A, = k der n gezogenen Kugeln sind rot
Wir konstruieren nun ein Q mit gleichwahrscheinlichen w.
Nummerierungstrick: 1, ..., M rot, M + 1, ..., N schwarz
Wichtig: Die ausgewdahlten Teilmengen von Nummern haben die gleiche Chance.

Q={{e, ...}, &€{l,..,N}} Q| = (:)

Ay = {{sl, - k der g; aus 1, ..., M, restliche M + 1, ..., N}

pns) = Wget)

12.

0 <k < min(n, M)
BEISPIEL: Lotto, 6 aus 49, N = 49
M = 6 richtige Zahlen, n=6k=6
@)
P(Agp) =-252>=71-10"°
(s)
13. Urnenmodell mit Zuriicklegen:
Nummerierungstrick, Reihenfolge.
Q={(e1, .., &), 1<¢ <N}
Klassisches Modell, || = N™, |An_k| =7
Wahle k Platze aus. Setze auf diese mit Ordnung und Wiederholung die Zahlen 1, ..., M
M* Varianten.
Aufn — k Platze Zahlen M + 1, ..., N setzen.
|An,k| = (Z) . Mk . (N — M)n—k
k

=)= ()= () ()

14. Mehrfarben-Urnenmodelle
N Kugeln, r Farben

n—k

Ml ) seny MT‘ ) M1++Mr=N
1. Farbe r-te Farbe

n Kugeln ziehen
ki +-+k.=n
Ap iy, k, = ki der gezogenen Kugeln 1.Farbe, .., k, der gezogenen Kugeln r-te Farbe
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Ohne Zuriicklegen:

() ()

P(Anpyp,) = T
n

+(¥)

Mit Zuriicklegen:

k1 ky

n! M
Plnss) = g ()
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEITEN, UNABHANGIGE EREIGNISSE

Bekannt: B ist eingetreten.

1. DEFINITION: Gegeben ist der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &, P), A, B € & Ereignisse; P(B) > 0. Dann
heifdt

P(ANB)
PUAIB) &~ p@)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

BEMERKUNG: In Abhéngigkeit von A ist P(A|B) wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafi. Ereignisse 4 wer-
den anders bewertet. Insbesondere gilt

P(BIB) = 1.
2. ALLGEMEINE MULTIPLIKATIONSFORMEL:
P(ANB) = P(A|B) - P(B)

BEISPIEL: 1 x Wiirfeln, B = gerade Zahl, B = {2, 4, 6}, A = ,6“ gefallen = {6}

1 3 1
P(A)=g, P(B)=g=z

P(ANB) _
P(B)

AnB=1{6}, P(AIB)= %

ISEEEN [N

3. DEFINITION: Zwei Ereignisse A, B heiflen unabhdngig, falls P(A n B) = P(A) - P(B) gilt.

Sind A4, 4,, ..., 4, Ereignisse, so heifden sie (vollstandig) unabhdngig, falls die Produktformel fiir jede
Auswahl gilt, d. h. Vk : V Auswahlen : 4; , ..., A; ; P(A;, N .0 A, ) = P(4;,) - P(A;,).

11’ Lp?

BEISPIEL: 4, ... As unabhingig < P(A; N A,) = P(A)P(A,) A .. A P(A3 0 As) = P(A3)P(As) A .. A
P(A; N Ay N As) = P(A,)P(A)P(4s).

BEMERKUNG: P(B) > 0,P(A4) = (PA|B) & A, B unabhingig

3A. FOLGERUNG: Sind 4 und B unabhingig, so sind auch A und B sowie A und B sowie A und B unab-
héngig.
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BEWEIS: B=(BNnA)U (BnA)
disjunkt

=>P(B)=P(BnA)+P(BNnA)=PA)PB)+P(BnA)=P(BnA)=PB)P(A)=P(B)(1-P))

unabhéangig

oS

4. BEISPIEL: 2 x Wiirfeln

A = Summe der Augen < 4

B = Im zweiten Wurf gerade Zahl
A={(11,(1,2),01,3),21,(22),6 1}

B ={(1,2),(1,4),(,6),..,(6,2),(6,4),(6,6)}

ANnB={(1,2),(2,2)}

P(A)_|A|_6_1
|l 36 6
18 1
P(B)=%=E
PANB) — 1
P(AlB)=W=%=§
2

2 1
P(AnB)=%=E

Aber: P(A) = %
Daraus folgt: A und B sind nicht unabhdngig, womit sie abhdngig sind.

Jetzt: A = Augenzahl im ersten Versuch < 4

A={1,1),..,(1,6),..,(41),..,(4,6)}

P(AnB):%
1
24
P(A)=%=—

= P(An B) = P(A)P(B) = 4, B unabhingig

Werden mehrere Versuche durchgefiihrt und gehen in die Ereignisse A und B gleichzeitig die Ergebnisse
des gleichen Versuchs ein, so sind A und B abhdngig. Werden A und B durch unterschiedliche Versuche

definiert, so sind A und B unabhdngig.
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5. ZUVERLASSIGKEIT VON REIHEN-PARALLELSCHALTUNGEN

Reihenschaltung

A B

System arbeitet & A und B arbeiten beide gleichzeitig: A N B
A, B unabhingig = Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System arbeitet: P(A N B) = P(A)P(B)
P(A)=0,9  P(B)=09
P(ANnB) = 0,81

Parallelschaltung

B

System arbeitet, wenn wenigstens ein Bauteil arbeitet: A U B,P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)
P(A)=P(B) =09
AUB=#9
P(AUuB)=09+09-0,81=0,99

Zerlegung von Q:

Zerlegung By, B,, ..., B,

B,NB, =0,i+j, UBi=

Es gilt:

S

i=1 disjunkt
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P(A) = Z P(ANB),
i=1

allgemeine Produktformel
P(AnB) =P(A|B)P(B)
6. FORMEL FUR DIE TOTALE WAHRSCHEINLICHKEIT
n
P(4) = ) P(AIB)P(B)
i=1

7. Stanzerei liefert an Priifstelle 3 Behalter mit Teilen.

1. Behalter 20 000 Stiick 5 % Ausschuss
2.Behalter 10000 Stiick 1 % Ausschuss

Die Teile werden gemischt, der Priifer entnimmt ein zufalliges Teil. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
fiir Ausschuss A mit B; = aus 1. Behalter bzw. B, = aus 2. Behalter?

P(A|B;) = 0,05
P(A|B,) = 0,01
P(B,) = 20000 2
2720000 + 10000 ~ 3
1
P(Bz) = §

2 1
P(A) = P(AIB)P(By) + P(A|B;)P(B;) = 0,05 -5+ 0,01 5 = 0,037
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Umkehrung der Formel fiir totale Wahrscheinlichkeit:

Bj, ..., B, disjunkt werden interpretiert als unterschiedliche Ursachen fiir einen eingetretenen Effekt
(Ereignis A).

Ziel: fiir eingetretenen Effekt A die ,wahrscheinlichste Ursache zu ermitteln!

8. BAYESSCHE FORMEL

PBIA) = P(B;nA) _ P(A|B)P(B;) tot.wk. (P(AIB)P(B)))
TP T PA) "~ P(A|By) - P(By) + -+ + P(A|B,)P(B,)
((AIB)P(B)) _ PBIA)

3. P(4lB)P(B)

BEISPIEL: 3 gleichartige Maschinen, Anteil an Gesamtproduktion:

1. 20%
2. 30%
3. 50%

Ausschusswahrscheinlichkeiten:

1. 5%
2. 4%
3. 2%

Gesucht: Zufalliges Teil Ausschuss aus Produktion: Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt dies von Ma-
schine 1?7

A = Stiick ist Ausschuss
B := Stiick stammt aus Maschinei,i =1, ...,3

1
P(B;|4) = P(A|B,) - P(B,) -
(B1A) = PAIBY) - P(B) - o o
~ 0,05-0,3
T 0,05-02+0,04-03+0,02-05

=031

BEISPIEL 8A. Testen einer bestimmten Krankheit. Die Krankheit tritt bei 0,5 % der Bevdlkerung auf.
Der Test zeigt bei Kranken in 99 % der Félle eine Reaktion, aber auch bei 2 % der Gesunden.

Nun haben wir einen positiven Test. Gibt es Grund zur Panik bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die

Krankheit vor?
K = krank
K = gesund
A = Test zeigt Reaktion
P(A|K)P(K
POl @AKPE)
P(AIK)P(K) + P(AIK)P(K)
0,99 - 0,005

- 0,99 - 0,005 + 0,002 - 0,995
=02
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3.1 BERNOULLI-SCHEMA

n unabhdingige Versuche, wobei es in jedem Versuch nur Erfolg oder Misserfolg gibt, diese jeweils mit
konstanter Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) bzw. 1 — p. Der Wahrscheinlichkeitsraum € besteht dann
aus allen Folgen von n Werten, von denen jeder Wert lediglich 0 oder 1 werden kann:

Q= {(51, v &) g €10, 1}}
& = System aller Teilmengen

Wahrscheinlichkeit:

q(eq, o, &) =p(fallseg; = 1) - (1 — p)(falls g, = 0)
=p-(1=p)' - p(L—p)o
= pﬂl:lfi -(1- p)z?=1 1-¢;
= pz?:l . (1— p)n—Z?ﬂ &

Sei A, ;, = Ereignis bei n Versuchen genau k Erfolge zu erzielen, so errechnet sich die Wahrscheinlichkeit
fiir dieses Ereignis folgendermafien:

P(A) = D G = Ay -pH—pyt

(€1,-mEn)EAY &
wobei |4, | = Anzahl der Plitze von n moglichen mit 1 = (}).

9. DEFINITION: Die Zahlenfolge b, , (k) = (})p* - (1 —p)" 7%,k = 0, ...,n heift Binomialverteilung und

die b, , (k) heilen Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung.

10. SATZ: Die Wahrscheinlichkeit fiir k-fachen Erfolg wird im Bernoulli-Schema gegeben durch die Ein-
zelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung. Daraus folgt:

Z by (k) = 1
k=0

>
>

by, ,(K)




Bedingte Wahrscheinlichkeiten, unabhingige Ereignisse

Pfadregel:

3.2 POISSONSCHER GRENZWERTSATZ

Falls das n sehr grofd und p sehr klein ist, dann sind bn_p (k),k =0, ...,n schlecht berechenbar. Wir be-

trachten nun den Fall p,, = %, wobei 1 fest gewahlt sei.

I k n—k k
Dannist b, (k) = (})(.)*A —p,)" " = kl(:'k)' (i) (1 —i) — L,

n n-ow k!
bnp, () ‘#'ky@)k (1 ‘%)H

_ —k
=i’£ nn—1).. (n k+1) ( ) (1_%)_1(
gt ey
A 1 k A" AN
=m'1'(1—;) (1-=)(-2) (-3

1 1 e—A 1

11. SATZ (POISSONSCHER GRENZWERTSATZ): Falls eine Folge von Bernoulli-Schemata mit p,, = %

k k
streben die Einzelwahrscheinlichkeiten b, , (k) gegen '}(—' e~. Die Folge % e, k = 0,1, ... heift Poisson-

Verteilung und die Elemente Einzelwahrscheinlichkeiten der Poissonverteilung.

Wann wird die Poissonverteilung angewendet?

B Grofde Anzahl von Versuchen mit kleinen Erfolgswahrscheinlichkeiten
Beispiel: Radioaktiver Zerfall, Unfallgeschehen.
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4 ZUFALLSVARIABLE, ZUFALLIGE VEKTOREN UND DEREN VERTEILUNGEN

1. DEFINITION: Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, &, P). Eine Funktion X: Q — R heifdt Zu-
fallsvariable, falls fiir alle t € R gilt {w: X (w) < t} € &.

BEMERKUNG: Die letzte Bedingung ist notwendig, weil P(A) nur fir A € & definiert ist.

1A. DEFINITION: Ein Vektor, dessen Komponenten Zufallsvariable sind, heif3t zufdlliger Vektor:
(X1 (), .., X, (a))). Fiir n = 2 ergibt sich ein zufilliger Punkt in der Ebene, fiir n = 3 ein zufilliger Punkt
im Raum.

BEISPIEL: Bernoulli-Schema, Q = {(¢y, ..., &,): & € {0,1}}

n

X(gq, 0, 8y) = z &; = Gesamtanzahl der Erfolge
i=1
Y(&, ..., &) = & + &3 + &5 = Gesamtanzahl im 1., 3., 5. Versuch

2. DEFINITION: X sei Zufallsvariable, t € R. dann heif3t Fy (t) = P(X < t) (P{w: X(w) < t})) die Ver-
e

teilungsfunktion von X.

Verteilungsfunktion des zufalligen Vektors: Fy, x (t1,..,t,) = P(X; <ty,..,Xy <t,)

n=2

ty

Fy, x,(ty, t;) = Wahrscheinlichkeitspunkt
| — (%1, x,) liegtin G

\4

3. MONOTONIE: t; < t;A={X<t;} S B ={X<t,}
P(4) < P(B) - Fx(t;) < Fx(t2)
4. LIMESVERHALTEN FUR t - o0,t - —o0

lim Fy(t) = L!im PX<t)y=1

t—oo



Zufallsvariable, zufillige Vektoren und deren Verteilungen

Fe(®) A

/

A 4

5. INTERVALLWAHRSCHEINLICHKEIT
t; <ty; A ={w: X(w) <t}

B={w:Xw)<t,},Au{t; <X <t,} =B
disjunkt

6. DEFINITION: Eine Zufallsvariable X heifdt diskret, falls sie hochstens abzahlbar viele verschiedene
Werte x;, X5, ... annehmen kann. p; = q(x;) = P(X = x;) heifdt Wahrscheinlichkeitsfunktion.

X1 Xy ..
( ! z ) heifdt Wahrscheinlichkeitstabelle.
pP1 P2 -

Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable:

{w:X(w) <t} = U {w: X (w) = x;}

L':Xi<t
SP(X<t)= Z P(X =x;) = Z D
i:Xi<t i:Xi<t
A
‘I - —_—
P3

} D2
4 D1 | ! I »
J T T T »

X, X3 X,

X1
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7. DEFINITION: Eine Zufallsvariable X heif3t stetige Zufallsvariable, falls eine Funktion, Dichtefunktion
genannt, mit folgenden Eigenschaften existiert:

- fx() =0

= ffx(t)dt =1

= Fe(t) = f fe(s) dis

Dichtefunktion:

=1 ~ L2 x

) had

NS <1t
08 T
0,6 T
04 T
02 T

> 0

Fy(x) = Flache unter fy(s) biss <t
Intervallwahrscheinlichkeit:

Pla <X <b)=Fi()—F.(a)

ffx(s) ds — Jafx(s) ds

ffx(s) ds

8. Pla<X<b)= fab fx(s) ds falls X stetig ist und die Dichte fy(s) hat. Wie erhilt man nun aus der

Verteilungsfunktion die Dichte?

t+h

1 1
FECHD -RO) =3 [ HEds ko

9. Fx(®) =f£.(®

10. DEFINITION: Ein zufélliger Vektor (X,Y) heift stetig, falls Fy y (s, t) existiert mit

- fyy(s,t) =0

= f( fﬁ(’y(s,t)ds>(a?t =1

t

= Fyy(s,t) = f( J-fx‘y(u, V) aﬂu) dv

—00 —00
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X, Y heif3t diskret, falls hochstens abzihlbar viele Punkte (x;, y;) existieren, so dass (X, Y) nur die Werte
pij = P(X = x;, Yyi) Werte annimmt.

11. Fxy(s,t) = P((X, Y)e B). Allgemeiner:

A
t

\ 4

d /b
P(aSX<b,cSY<d)=f ffxly(u,v)(dlu dv

c

Wahrscheinlichkeit, dass
(X,Y) in diesem Bereich
L ————— liegt, ist obiges Doppelin-
tegral

12. RANDDICHTEN

P(a <X <b,Y beliebig) = P(a < x <bh,—o0 <Y < +d°°)
c

+oo b

= J j fry(u,v) du | dv

—00

b ~+o0

= j j frywv)dv |du

a

Funktion von u

Also ist

fxr(w) = fo,y(u, v) dv

Eine Dichtefunktion von X.

f fx,y (w,v) dv
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heifdt Randdichte. Entsprechend heif3t auch

f fxy (w, v) du

Randdichte = Dichte fy(v) von'Y.
13. RANDVERTEILUNGEN DISKRETER VEKTOREN
pij =P(X =x,Y =)

bi zzpi,j =P(X =x;)
j

q; = Zpu =P(Y = yf)}'

Randwahrscheinlichkeit
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14. DEFINITION (UNABHANGIGKEIT VON ZUFALLSVARIABLEN): Seien X1, X5, ..., X,, Zufallsvariable.
Diese heifRen unabhingig, falls fiir a; < b; die Ereignisse {a; < X; < b;}, ..., {a, < X,, < b,} unabhingig
sind fiir alle a; < b;.

15. FOLGERUNG: Ist (X,Y) ein stetiger zufdlliger Vektor, so sind X und Y unabhéngig &

fry(s,t) = fx(s)- fr (@) .

————— —— ~——

gemeinsame Dichte  Dichte
Dichte vonX  vonY

Ist (X, Y) ein diskreter zufalliger Vektor, so sind X und Y unabhéngig &
P(X =x,Y=y)=PX =x)PY =y,).
BEWEIS (TEILWEISE):

Falls fy v (s, t) = Fx(s)fy(t) gilt, so sind X und Y unabhéangig.

d /b
P(aSX<b,cSY<d)=J. J-fxly(s,t)(dls dt

c
d b

- [{ [ r©n@ ds

c

d b
_ f £ 00 f fo(s) ds | dt

b d
- [ras- [ poa
a c
=Pla<X<b)P(c<Y<d).
Summen unabhéngiger Zufallsvariablen: Seien X und Y unabhédngigund X,Y € N,,.

pi=PX =10, ¢q=PY=))

ij:i4j=k
- Z PX=1iY=))
ij:i+) =k
= Z piq;
i+ =k

k

Piqk—i
(i=0)

15A. FALTUNGSFORMEL: Seir, = P(X + Y = k) sowie X, Y unabhéingig. Daraus folgt

k
Tk = Z Piqk—-i
i=0
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Analog fiir stetige Zufallsvariable:

16. FALTUNGSFORMEL FUR DICHTEN: X, Y seien stetige Zufallsvariablen mit den Dichten fy bzw. f;
und X und Y seien unabhangig.

frar(@) = f fr (@t —s)fx(s) ds

Wir betrachten n Versuche unabhéngig:

¥ = { 1 im i-ten Versuch Erfolg
! 0 sonst

Y, = X; + -+ X,, = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen
PX;=1) =p, 1<i<n

17. SATZ UND DEFINITION: Y, besitzt eine Binomialverteilung, d. h. ¥, nimmt die Werte 0, 1, ..., n mit
den Wahrscheinlichkeiten P(Y, = k) = b, (k) = (Z) p*(1 —p)**an.

BEWEIS:
= n=1 i=X, Ph=0=1-p, P =1 =p
B on=2 PY,=0)=P(X;=0,X,=0)=(1-p)(1—p) =1 —p)?
PY,=2)=PX;=1X,=1)=p-p=p*
PY,=1)=PX;=0,X,=1)+PX; =1,X, =0)
=(1-p)-p+tpr(A—-p)=2p(1-p)
n P(Y,=0) P(Y,=1) P(Y,=n)
1 1—-p p
2 (1 —p)? 2p(1—p) p*
beli;ebig ooy — (™ k4 ok
P, =) =(,)p* 1 -p)
Induktionsbeweis:

Yn+l = Yn + Xn+1
unabhéangig

MINIMUM UND MAXIMUM VON ZUFALLSVARIABLEN: Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen

U(w) = min(X(a)), Y(w))
V(w) = max(X(w),Y(w))
PV <t)=PX <t Y<t)
=PX<t)P(Y <t)
= Fy(t) = Fx(0)Fy (t)

PU<St)=PX=tY>t)
1—Fy(t) =P(X = )P(Y > t)

=(1-F@®))(1 - F (1)
18.

Fmax x,y) (t) = FX (t)FY(t)
Fnin (0 =1 — (1 - Fx(t))(l - Fy(t))
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Anwendung auf Reihen- und Parallelschaltung:

g T+ 1+

y T

19. DEFINITION: X hat eine Exponentialverteilung mit Parameter A = 0, falls X eine stetige Zufallsva-
riable mit der Dichte

min(X,Y) = Lebensdauer des Systems

max(X,Y) = Lebensdauer des Systems

0 t<o0
ist.
Verteilungsfunktion:

1—e™t>0

F =
x(0) {0 t<0
Jx(1) F,(t)
A A

t t

Betrachte:
X1 X2

X; hat Exponentialverteilung mit Parameter 4; > 0.
U = min(X;, X,) = Lebensdauer des Systems

Fy=1-((1-E®)(1-FK®))
=1- (1 —(1- e—/ht)) (1 -(1- e—/lzt))

— 1 _ e—llt . e—lzt — 1 _ e—(ll+lz)t

— U hat wieder Exponentialverteilung mit neuem Parameter 4; + A,.
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Verteilung von Funktionen von Zufallsvariablen: ¢: R — R = reelle Achse, streng monoton und stetig sowie

differenzierbar.
Y =9X)
Fry=PY <t)=P(pX) <t)
=P(X <71 ()), ¢! = Umkehrfunktion
= Fy ((P_l (f))

20. SATZ: X habe Verteilungsfunktion Fy, Dichte fy, ¢ sei streng monoton und stetig sowie differenzier-
bar. Dann gilt:

Fo(y) = {FX(<p_1(y)) falls ¢ wachsend
W - Fx(¢71(y)) falls ¢ fallend
@) =F©)
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X sei Zufallsvariable, Y = ¢ (X), ¢ streng monoton wachsend.

Fy(t) = Fy (‘P_l (f))

fr = F{/(t)
21. BEISPIEL:
Y=aX+b, a+0
) = t—>b
¢ T a

Dann gilt:

t—>b
FX( ) fira>0

_ a

i 1—FX( _ ) fira <0
1 /t—b

fy(t)—mfx( P )

22. BEISPIEL: X habe Exponentialverteilung mit Parameter 4, Y = aX, fx(t) = {ge far tt> 0
sons

Daraus folgt:

Folglich hat Y wieder eine Exponentialverteilung.
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5 NUMERISCHE CHARAKTERISTIKA VON ZUFALLSVARIABLEN

5.1 INTERVALLWAHRSCHEINLICHKEIT

1.
b
| r@ ae
Plas<Y<b)=<a
z p(X = x;)
a<sx;<b
X sei stetig:

1
P(x=a)SP(aSX<a+£)

a+%
= f fx(s)ds TH—OSO
a
Also gilt: Va: P(X = a) = 0.
Daraus folgt:
Pla<X<b)=Pl@a<X<b)=Pla<X<b)=Pla@a<X<b)

Wichtig: X hat Dichte.
5.2 QUANTIL: 0<y<1

2. X sei stetige Zufallsvariable.

E(t)

\ 4



Numerische Charakteristika von Zufallsvariablen
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y-Quantil heifdt jede Zahl X, mit Fy (xy) =7.

Falls F, Dichte besitzt, existiert wenigstens ein x,, falls Fy dort streng monoton wachsend — gemeinsame
Losung.

BEISPIEL: X habe Exponentialverteilung.
k@) =1-e™ =y
—At=In(1-vy)
eM=1-y

1
X, = —Iln(l -y)>0
5.3 MEDIAN

3. Median ist %—Quantil. Median m = x1, Fy (x;) = %
2 2

" 4

5.4 ERWARTUNGSWERT

4. DEFINITION: X sei diskrete Zufallsvariable mit Werten x4, x5, ... und den Einzelwahrscheinlichkeiten

pi = P(X = x).
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Falls }.7211x;| - p; < o0, so heifdt

[oe]

E(X) ;fzxipi

i=1

der Erwartungswert! von X.

Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fy und gilt f:oltl - fx(t) dt < oo, s0 heifdt

[oe]

EX) = ft-fx(t) dt

—00

der Erwartungswert von X.

Interpretation als Massenschwerpunkt:

a
| | | |
I I I I
Xq X T Xn
Gewichte
e D, Massenschwer- P
punkt

a=zxipi =EX)

4

5. BEISPIEL: X = Anzahl der Augen von Wiirfeln
EX)=1 1+2 1+ +6 1—7—35
6 6 6 2

6. BEISPIEL: X habe Gleichverteilung in [a, b]

1
— fij <t<
‘PX(t)=[b—a fura_t_b
0 sonst

(o]

J tfy(t) dt

—00

E(X)

Il
—
o

S
|
Q
&

- EX) =E(a+b)

Median m = %(a + b) Median von X - Ubereinstimmung.

1Wird auch mit EX bezeichnet.



7.

L
[oe]

E(g(x)) =
\

—00

Numerische Charakteristika von Zufallsvariablen

DEFINITION: X sei Zufallsvariable, g: R - R, y = g(X)

( Z 9GP,

falls X diskret

f g@) fx(t) dt falls x stetig / x hat Dichte

8. DEFINITION: (Erwartungswert von Funktionen zweier Zufallsvariablen)

X,Y Zufallsvariable, g: R? -» R

Z = g(x,y) ist wieder Zufallsvariable

Z g(x:, Jﬁ)pi.j ’

p
[e.] oo

E(giX,V)) =

—00 —00

pi,j =P(X=xl,Y=y})

kf(]g(s't)fx,y(s. t) (d]s) dt

RECHENREGELN FUR DEN ERWARTUNGSWERT

a) E(aX+b)=a(E(X))+b, a,beR

b) EX+Y)=EX)+E®Y)

c) EXY)=E(X):E(),falls X und Y unabhingig sind.

BEGRUNDUNG:

Daraus folgt:

EY =

Zu c)

E(XY)

Zu a) X sei stetig. Y = aX + b = Funktion von X

oo

Eg(X) = j g(Of(©) dt

—00

f (at + b) f (t) dt

[oe]

a |

—00

tf(®) dt+Db- f fo(®) dt

EX =1

[oe]

[ 9.0 funs.0 a5 |a

&L
—oo St fx&fy@®)

[oe]

( f stfx(s)fy () «175) dt

—o0

[ee]
—0
[ee]
—0
oo oo

= jtfy(t)<jsfx(s)ds>aﬂt

—o0 —o0
[t —
EX

oo

=EX jtfy(t)(zﬂt

—00

= (EX)(EY)
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5.5 VARIANZ

11. BERECHNUNG DER VARIANZ MIT DICHTE BZW. EINZELWAHRSCHEINLICHKEITEN

Seiu =E(X)

Z(xi - 1?p;
VX)) = EX —p)? ={ o
l [ - wr@a
12. BEISPIEL: X habe Gleichverteilung in [a, b]

1
p=EX) =§(a+b)

V(xX) = f (¢ — W) f (0) dt

_1 b )2
=pb-a

Varianz klein

Varianz grof3

by b

1
g e 5(@+b)

Y
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13. RECHENREGELN FUR DIE VARIANZ

a) V(X)=EX?* - EX)?

b) V(aX +b) = a?V(X)

c) X;,X, unabhingig; V(X; + X,) = V(X;) + V(X,)

d) Xi,X,, ..., X, unabhiangig mit gleicher Dichte bzw. Einzelwahrscheinlichkeit;

1 1 1
Behauptung: V(; n Xl-) =-V(X) = =-V(Xy)

BEGRUNDUNG: u = E(X)

a)
V(X) = E(X — p)?
=E(X? - 2uX + 2
=E(X?) - 2#@+E(u2)
u
=EX*) —u?
b)

V(aX + b) = E((aX + b) — E(aX + b))’
=E(aX +b—aE(X) — B)?
= a?E(X —EX))
= a?V(X).

c) EX;:=p;a)anwenden
H1tp2

—_——
V(X +X;) = E(X; + X)* — (E(Xy + X))?
= E(X{ + XX, + X7) — (uy + p12)*
=EQXD) +2-EX; - X)) + E(X3) — uf — 15 — 2u110
EX1 X, unabh. E(Xy) - E(X3) = w2

=V(X;) +V(Xy)

n n
1 1
n n
i=1 i=1
1

=¥-n-V(X1)

d)

—gV( 1)

5.6 STANDARDABWEICHUNG
14. STANDARDABWEICHUNG EINER ZUFALLSVARIABLE X

o = 4/V(X) Standardabweichung
X—u
V=——>E®) =0

1
V) =SV -w =1
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15. DEFINITION: X;, X, Zufallsvariable. Dann heifst
cov(X1, X2) Dof. E((X1 —u) Xz — #z))

die Kovarianz und

_ cov(Xy, X;)

QXl,XZ - 0,0,

heifst Korrelationskoeffizient.
w = EX;, Uiz =V(X)
16. EIGENSCHAFTEN DER KOVARIANZ UND KORRELATION

a) V(Xl + Xz) = V(Xl) + V(Xz) + 2 COV(Xl,Xz)
b) Xj, X, unabhéingig — cov(Xy,X;) =0, ox,x, =0
C) -1< O0x1.x, <1

Begriindung:

a)
E((Xl +X3) —(ug + #z))z = E((X1 — )+ Xy — .Uz))z
=E((X; — p)? + 20X — ) Xy — ) + (X — 1))
= V(Xl) + 2 COV(Xl,Xz) + V(Xz)

17. BEMERKUNG: X, X, unabhéngig - oy, x, = 0; aber gy, x, = 0 # X;, X, unabhéngig



Spezielle diskrete und stetige Verteilungen

6 SPEZIELLE DISKRETE UND STETIGE VERTEILUNGEN

6.1 0-1-VERTEILUNG

1. X hat0-1-Verteilung, fallsP(X =1) =p,PX =0)=1—-p

0 1)
., EX=0-(1-p+1-p=
(1_p p (1-p) P=p

VX)=EX») - (EX)*=0>-(1-p)+1>-p—p?>=p(1—p)

2. X1,X, .., X, seien unabhingig und 0-1-verteilt.

n
Y, = Z X; = Anzahl der Erfolge Binomialvert.

i=1
EY, =i=21EXL- =izzlp =np
V() = V(i Xl-) = i V(X)) = ip(l —-p)=np(l—p)
i=1 i=1

i=1
k

3. Schon bekannt: bn 2 (k) - 2

m e~ (poissonscher Grenzwertsatz)

b,10) = #'_k). Gl)k (1-3)
k mal

=1_k!(1 '1)"'n-(n—l)-...-(n—k+1)‘<1_&)-k

n—k

n n-..-n n
N~
e—4 k -1
-1

¥
m, (k) = €

6.2 POISSONVERTEILUNG

4. DEFINITION: X hat Poissonverteilung, falls X die Werte 0, 1, ... mit der Wahrscheinlichkeit

_Y
m (k) = Kl e

annimmt.

5. POISSONVERTEILUNG E(X) = A, V(X) = 1
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Ak
_ Lo
EX—Zk o e
k=0
) AZ 3
_ " [ | A BT
—1'e + 2 2!e +3 3le +
/13
=Ae"1+lze_’1+2—e_’1+
AZ
— 3,1 4.
A <1+/1+2!+ )
e}‘
=1

Betrachten wir eine Folge von Versuchen k =0, 1, 2, ...

¥ = {1 im i-ten Versuch Erfolg
* (0 im i-ten Versuch Miferfolg
Y = Zeitpunkt des ersten Erfolges
{r=k}={X,=0}n{X; =0}n..n{X,_1 =0}n{X, =1}
P(Y =k)=(1—-p)rp, k=0,1,..
p p p

Z(l—p)-p= = =-=1
o ~—— l-q 1-0-p) p

6.3 GEOMETRISCHE VERTEILUNG

6. DEFINITION: Y hat geometrische Verteilung mit dem Parameter 0 < p < 1, falls
PY=k)=1-p)-p, k=0,1,2,..
7. PY=k+1|Y 2k)=P(Y =0)weil

P(Z=k+1,Y2k) _P(XO =0,X1 =0,...,Xk_1 =0,Xk =1)

P(Y > k) - P(Xy=0,..,X,_; =0)
_a-»'p _
(1 -p)*

PY =0)=PX,=1)=p
6.4 GLEICHVERTEILUNG

8. X hat Gleichverteilung in [a, b], falls X Dichte

1
fX(t)= b_aaStSb
0 sonst

besitzt.

EX—l b VX—1 b 2
—§(a+ ) ( )_E( —a)

0 t<a
t—a

Fx(t) = s a<t<b
1 t=b

6.5 EXPONENTIALVERTEILUNG

9. X hat Exponentialverteilung mit Parameter 4 > 0, X hat Dichte



Spezielle diskrete und stetige Verteilungen

e ™™ t>0
t) =
fx® {0 t<0

sowie die Wahrscheinlichkeitsverteilung

0 t<0
Fx(®) = {1 —e M t>0
Daraus ergibt sich der Erwartungswert
r 1
EX = | tle™ =
f T
0
Und die Varianz:
Median: Fy (t) = %
1
1— -t — =
¢ T2
1
It
S=¢
11 2
- = —
m=-In

10. Nichtalterung der Exponentialverteilung

_P({tsx<t+h}n{X2t})

Pt<X<t+h]| X=>t
Ausfallin [t,t+h) unter der Bedingung bis t gearbeitet P(X = t)
_ Pt<X<t+h)
1—Fyx(®)
1 — e—At+h) _ (1 _ e—/lt)
B 1—(1—e)

e—At _ e—/l(t+h)

eIt
= F,(h) = P(X < h)

Pt<X<t+hlX=2t)=PX<h)



Mathematik IV fiir Maschinenbau und Informatik

2007-06-15

6.6 NORMALVERTEILUNG

11. DEFINITION: Eine Zufallsvariable X besitzt eine Normalverteilung mit den Parametern u € R und
a® > 0, falls X folgende Dichte hat:

_Lew?
e 2 o

1
2(t) =
Py 2 (8) Tro

Verteilungsfunktion:

X heifdt standardnormalverteilt, falls u = 0, g2 =1. Bezeichnung: X ~ dJWTz bzw. X ~ @ ;.

Bild:

u<f, o?gleich



Spezielle diskrete und stetige Verteilungen

0% < 2, u gleich
12. STATISTISCHE BEDEUTUNG DER PARAMETER:
X~®, 2= EX) = pV(X) = o

BEWEIS:

[oe]

B0 = [ 9,20 de =

—o0

ven = [ @ - 1,0 dt = o7

Weiterhin ist 4 auch der Median, bzw. das %—Quantil.
13. FallsX ~®, 2,
Y=aX+5b
=Y~ (I)au +b,a%q?

Insbesondere gilt fir X ~ @, ;2,dann Z = XG;” ~ @, ; standardnormalverteilt.

Begriindung: a = i, b= —5
=>au+b:;,u—§_=
a’o? = %02 =1
14. INTERVALLWAHRSCHEINLICHKEIT:
X~®d, 2
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Pla<X,b)=Pla—-u<X—-u<b-—p

a-u X-u b-—
_p(iEEon b
o o g

= s (5 -0 (1)

15. SYMMETRIEEIGENSCHAFT:

@4 (2)

Dy (—t) =1—-Dy,(t)

Entsprechend Dichte:

1,25 4

0,75 -
0,5 -

0,25 -




Spezielle diskrete und stetige Verteilungen

16. 30-REGEL:

X—u
PUX—MSk@zP(—;—Sk)

—P(-k<Z<k)
= dg (k) — @y 1 (—k)

= @y, (k) — (1= @, (K))
== 2(130’1 (k) - 1
Plu—o<X<pu+o)=068269
P(u—20<X<u+20)=095450
P(u—30<X<u+30)=09973
17. SUMMEN UNABHANGIGER ZUFALLSVARIABLE:
X1, X, unabhingig, X; ~ q)ui.a-z
Dann gilt:
X1 +X2~0

2. 2
HU1tH2,01+0)

Beweis beruht auf
Fron® = [ fie=9) fi, ) ds

Allgemein:

- j Puzol (t=s)- Puro? = Purtuzof+o} )
)

Seien X;, X,, ..., X,, Zufallsvariable und es sei bekannt: X; ~ d)lwz, firi = 1, ...,n. Dann gilt:

u lasst sich durch X,, = %Z?zl X; schitzen.

Gesucht: P(|X, — | = €). Losung: X n ~ @, >

" 1 1 1 1 1
Begriindung: V (;- 1 Xi) == X VX)) = = yry?= - y?= - y2

)?n_,u

g

v

P(Ifn—#|2£)=P<

Ji_{gP(lZl zgxfﬁ) =0
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7 GRENZWERTSATZE DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

7.1 UNGLEICHUNGEN

1. TSCHEBYSCHEFF'SCHE UNGLEICHUNG

Sei Z Zufallsvariable mit E(Z) = u, V(Z) = ¢?, dann gilt:
L
P(lZ—[.ll Z£)<£—2‘O'

2. HOFFDING'SCHE UNGLEICHUNG

Seien X1, X5, ..., X,, unabhéngige Zufallsvariable und Vi: P(X; = 0) = 1 —p, P(X; = 1) = p, sowie X, die
relative Haufigkeit des Erfolgs. Dann gilt:

P(X,—pl=¢) < 2e-2ne
3. SCHWACHES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Seien X;, X;, ...., X, unabhéngig und identisch verteilt (gleiche Dichten/Einzelwahrscheinlichkeiten), dann
gilt:

p=EX) =EX) = =EX,)
Behauptung: X, strebt stochastisch gegen g, d. h.

Ve € (0,00): lim P(|X, —u|=¢) =0
n—-oo

Dies ist keine Zahlenkonvergenz, sondern eine ,stochastische Konvergenz®, d. h. eine Beschreibung eines
allgemein zu erwartenden Trends, d. h. die Wahrscheinlichkeit einer Verletzung strebt gegen 0.

Begriindung: Z = X,, nach Tschebyscheff'scher Ungleichung
= lim P(|X, —ul = ¢) Siz= lim V(X,) =i2-l-V(X1) =0
n—00 &2 now € n
STARKES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN
P(lim X, = p) = 1
4. BERNOULLI’'SCHES GESETZ DER GROSSEN ZAHLEN

Seien n Versuche, Ereignis 4

1 A eingetreten
0 A nicht eingetreten

Vi:Xi = {
sowie H, (A) ist die relative Haufigkeit von A = X,,, dann gilt:
p=P(A) =P(X = 1)
H, (A) strebt stochastisch gegen p in dem Sinne, dass

P(IH,(4) = p| > £) —0

Begriindung: folgt aus Hoffding’scher Ungleichung
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Gesetz der grofden Zahlen:
X, - u = EX; stochastisch
Jetzt analysieren wir X, — u — 0

Betrachten wir v/n - (X,, — ) oder
N ———————
—00 -0

1
=—=) Xi—u
néa
i=1
Betrachten wir die normierte Summe
n
Y, = 1 X
n — O'\/ﬁ L i H
E(Y,)=0
1 n
VY, = o7 V(X —uw)
i=1
1
= — TlO'Z =1
o‘n

5. ZENTRALER GRENZWERTSATZ
Falls X1, X, ..., X,, unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariable sind mit
EX) =uVX) =0d?

dann gilt

1 n
Fyn(t)& = P(E(;Xl - ,Ll) < t)

—> @, (t) = Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
n—-oo

Approximation ist schon gut fiir n > 30.

Anwendung: X4, X5, ..., X,,. Suchen

a—nu<X1+X2+---+Xn—nu<b—nu)

Pla<X +Xp++X,<b =P( <
( 1+ X, ) = = =

n
Y, = ! ZX
n_o_\/%izl i u
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G hte Wahrscheinlichkeit = F; (—b nu) —F (_a ny)
esuchte Wahrscheinlichkeit =
"\ ovn "\ ovn

Jetzt Fy (t) = @4 (1).
Ergebnis:

6. Pl@a<X;+-+X,<b)=dy, (%) — P, (%)

Speziell: X, X5, ..., X, unabhéngig. P(X; =0) = 1—p,P(X; = 1) =p.
X1 + -+ X,, = Gesamtanzahl der Erfolge hat Binomialverteilung mit Parameter n, p.
7. GRENZWERTSATZ VON MOIVRE-LAPLACE
Zy=X1++X, X; wie oben
Z, binomialverteilt.

Behauptung:

Zn—M
P ("—p < t) — Do (8)

Jnp(1 —p)
8. APPROXIMATION DER BINOMIALVERTEILUNG DURCH DIE NORMALVERTEILUNG

Z, habe Binomialverteilung. Gesucht:

a—n Z,—n b—n
P(aSZn<b)=P< P 27 P )

Jnp(1—p)  Jnp(1—p) np(1—p)

Ergebnis:

P(@a<Z,<bh)~® < b—np ) ® ( a-n )
a<Z,<b)= A —.
"V -p) "\ —p)
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Stetigkeitskorrektur:

1 1
b+>—mnp a—-—np
P@a<Z,<bh) =Py | ——= |-

Jnp(1 —p) "\ Vnp(—p)

Dichte ¢, ;2(t) mit
u=np, o> =np(1—p)

\

\ rd

by () = (1) p(1 = p)n




8 MATHEMATISCHE STATISTIK

Die Statistik bildet eine Briicke zwischen Daten und der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Statistik liefert
Aussagen liber bendtigte Parameter und bei Entscheidungen, die auf zufallsbehafteten Werten beruhen.

1. DEFINITION: Grundgesamtheit = Zufallsvariable einschlief3lich Dichte bzw. Einzelwahrscheinlichkei-
ten.

Modell: Versuch lauft ab, w € Q wird von Natur oder Gerat ausgewahlt. Wir beobachten X (w) = Zahl =
»Realisierung” (konkreter Wert).

Bei zweitem Versuch w; € Q; Beobachtung X (w).
X(w), w € Q Gesamtheit aller konkreten Beobachtungen.

2. DEFINITION: Eine mathematische Stichprobe vom Umfang n ist die Gesamtheit von n unabhédngigen
und identisch verteilten Zufallsvariablen Xj, ..., X,. Die Realisierung x; = X; (w), ..., x, = X,,(w) heifden die
konkrete Stichprobe.

Modellbildung: Messung von Umfang n, x4, ..., X,,. Ubersichtliche Darstellung
Klassen bilden: (_Ool aO]l (aOI al]r ey (ak—ll ak]l (akl OO)

Histogramm:

Histogramm

relative Haufigkeit
hep = %#{i: a < x; <b}

a ay A +1

Gleiche Lange, nicht mehr als 20 Intervalle.



Die Wahl der Dichte erfolgt so, dass sie gut zum Histogramm passt.

Mathematische Statistik

A

N

N\

Y
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8.1 SCHATZEN VON PARAMETERN

MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZER

X1,X,, ..., X, Beobachtung, z. B. Anzahl von Unféllen in den Jahren 1, ..., n. Schon bekannt, dass X; diskrete
Verteilung besitzen P, (68), 6 unbekannter Parameter. Konkrete Stichprobe ky, ..., k,,.

P(X1 = kl! ...,Xn = kn) = Pkl(g) St Pkn(H) = P(Xl = kl) et P(Xn = kn)

Der plausibelste Wert 8 ergibt sich durch Maximieren des Produktes []; Py, (8). Weil der Logarithmus eine
monoton wachsende Funktion ist, kann man auch ln(]_[l- Py, (9)) = Yi=1In P, (8) verwenden.
3. BEISPIEL: Voraussetzung: X, ..., X,, haben Poissonverteilung
Ak
P(X,=k) = R e, Aunbekannt

Likelihood-Funktion

n /'{ki
L(ky, ..., ky, 2) Fe"l =P(X; =ky, ... X, = k)
v

n

InL(ky, ...k, A) = ) (k;InA—1In(k;)) — 1) - Max

Suchen wir das Maximum fiir In L:

Falls X, ..., X, stetige Daten mit der Dichte f, (t), @ Parameter sowie x4, ..., X, konkrete Stichprobe ist, so
gilt:

Likelihood-Funktion:

Beobachtung i

L(xli""xn '6) = fe(xz)
=1

4. DEFINITION: Unter einer Maximum-Likelihood-Schatzfunktion é(xl, ..., X, ) versteht man eine Funk-
tion der Beobachtungen x;, ..., x,, mit der Eigenschaft

L(xy, ., x,,0) <L (xl, s X, 0 (xq, ...,xn)),

wobei § Maximumstelle der Likelihoodfunktion L(xq, ..., x,, 6) als Funktion von 6.

BEMERKUNG: Zur Bestimmung der Maximumstelle ist auch die Maximierung von In L anstelle von L mdg-
lich.
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5. Xi,..,X, seien normalverteilt mit den Parametern p und o2.

Likelihood-Funktion: L(x, ..., x,, 4, 6%) = | (pﬂ_az(xi)

InL( -3 L A
nL(xq, .., x,, 1,0 =Zn e2 o
1 U L. o

P2 (x;)=Normalverteilung, Dichte

n

1 1 1 (- p)?
=Z<—Eln(2n) —E‘lnaz —ET>

i=1

dlnlL dlnlL
_0’

o = 0, 57 = 0auflosen
m g

_ 1
xn=£'2xi

i=1

6. FOLGERUNG: Liegt eine Stichprobe Xj, ..., X,, aus einer normalverteilten Gesamtheit vor, so sind

A =%, und 6% = % " (x; — %,)? die Maximum-Likelihood-Schatzfunktion.

Zunichst ist eine Schatzfunktion 8(x;, ..., x,,) eine Funktion der Daten. Was ist sinnvoll?

7. DEFINITION: @ heif3t erwartungstreu, falls E(é(xl, ., X,) = 6, wobei Xj, ..., X,, die Dichte f;(t) bzw.
die Einzelwahrscheinlichkeiten p; (8) haben.

8. BEISPIEL: X1, ..., X,, sei eine Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit.

n

R 1

‘u(Xl, ,Xn) = EZXI
i=1
n n

R 1 1

B(AC, - X)) =2 Y EX) == =

i=1 i=1

f ist erwartungstreu.

E(62(Xy, .., X)) = EGZ(XL' —)?n)2> n-1,

62 ist nicht erwartungstreu.

Aber §2 = nlj n (X — X,)%

Bty =g L i(x %07 =—— E(c?) = o?

T \n-1n S T R
i=1

S2 ist erwartungstreuer Schitzer fiir o2,

Bisherige Schatzungen waren Punktschédtzungen, d. h. aus den Daten wird ein Wert als Schatzwert be-
rechnet.
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9. DEFINITION: Unter einem Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « (¢ € (0,1)) oder zur Sicherheits-
wahrscheinlichkeit 1 — a versteht man zwei Funktionen G, (X3, ..., X;,) < G_2(X1, ..., X,;) mit folgender
Eigenschaft:

P(G(Xy, ., X)) SO <Gy (Xy, o, Xp)) =1—«
oder
P(0 € [G1(Xy, .., X,), Go(Xq, . X)) = 1—

Liegt eine konkrete Stichprobe vor, so erhilt man zwei konkrete Schranken g; = G; (x4, ..., x,,) und
g2 = Gy(xq, ..., %), [91, g2), statt einer Wahrscheinlichkeit. D. h. entweder 0 € [g,, g,] oder © & [g;, g2].

Aber bei mehrfacher Wiederholung nahert sich die relative Haufigkeit, dass der Parameter in dem be-
stimmten Intervall liegt, 1 — a an.

10. Beispiel: Xj, ..., X,, sei eine Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit; X; ~ ¢, ;2. Dann

gilt: X, ~ ¢ ,2.
2

‘n

Xo—u _nXw—p) _
o2 o

n

Z

Z standardnormalverteilt.



9 STATISTISCHE TESTS

Beispiel 1: Wellen werden produziert; gepriift werden soll, ob Nennmaf? eingehalten wird.
Beispiel 2: Kontrolle, ob ein Ausschussanteil nicht tiberschritten wird.
Beispiel 3: Priifen, ob zwei verschiedene Medikamente sich in ihrer Wirkung unterscheiden oder nicht.

Beispiel 4: Bauteil wird produziert, Nennmaf3 1, = 4 mm bekannt. 62 = 9 - 107%, n = 25 Messungen,
X, = 4,0012.

Xaix/ﬁ standardnormalverteilt, falls 4 der wahre Wert.

Eine standardnormalverteilte Zufallsvariable schwankt mit groRer Wahrscheinlichkeit in [—3, 3]. Hier
besteht kein schwerer Verdacht auf eine systematische Abweichung.

HYPOTHESEN: Aussagen iiber einen Parameter. Gepriift wird, ob das Datenmaterial dieser Aussage wi-
derspricht oder nicht.

Vorgehen:

A) Aufstellen der Hypothese.
Hy:0 = 6y, Hy: 0 + 0, zweiseitige Fragestellung
Ho:e < 00, HA:G > 00

Hy:0 > 6, Hy:0 < 90} einseitige Fragestellung
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FEHLER BEI STATISTISCHEN TESTS

Hy, angenommen

H, abgelehnt

H, richtig kein Fehler Fehler 1. Art
H, falsch Fehler 2. Art kein Fehler
T
Natur

Deshalb nur Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art klein < « = 0,05; 0,01; ...

Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art unbekannt. Dies ist das Konzept des a-Tests.

< Entscheidung
mithilfe von Da-
ten.

Beide Fehlerwahr-
scheinlichkeiten
koénnen nicht
gleichzeitig klein
gehalten werden.

B) Testgrofde aufstellen. Diese Testgrofde ist in der Regel die Schiatzung des unbekannten Parame-
ters, verglichen mit hypothetischem Wert 6, eventuell noch gewisse Normierungen.

C) Aufstellen des kritischen Bereiches. Dieser kritische Bereich wird so gewahlt, dass die Testgrofe
unter der Nullhypothese nur mit einer Wahrscheinlichkeit von a im kritischen Bereich liegt

D) Aus Daten und Messungen heraus, die vorliegen, wird der Wert der Testgrofie berechnet und eine
Entscheidung getroffen. Liegt der Wert im kritischen Bereich, so folgt daraus, dass H, abgelehnt
wird. Liegt der Wert hingegen nicht im kritischen Bereich, so lehnen wir Hy nicht ab.

PRUFEN VON p BEI BEKANNTEM g2

A) Hy:p = pg, Hy:p # py zweiseitige Fragestellung; Abweichung von Normwert

Ho:p < po, Hytph > o
Horp 2 po, Harp < pho
B) X"J;”O\/_ = U unter H, standardnormalverteilt

} zwei einseitige Fragestellungen

C) Kritischer Bereich, im ersten Fall: u = ug gegen u # pg

4

N R

N

N K

-3

|
N R



Statistische Tests

Vn(X, — ) N Vnu — up)
o o
Ist n grofdund u der wahre Erwartungswert - es gilt also H, - so folgt: U nimmt grofie Werte an —

kritischer Bereich ist ,weit rechts”.

Ho:p < po,  Hpipp>po, U=

Z1—q

Hy:p = gy, Hy:p < yg entsprechend
D) Wertvon U berechnen; Entscheidung treffen
H, ablehnen:  grofie Sicherheit
H, annehmen: Fehlerwahrscheinlichkeit unbekannt

BEISPIEL: Messung der Anzahl der Drehungen eines Garns

Drehungen

n =16, yuy =250

Meter

0% = 144 bekannt
X, = 2452
Gepriift werden soll nun die Abweichung vom Normwert p.

A) Hoip=po, Hytpt # o

B) U= Xn;ﬂo\/ﬁ _ 245?2—250 16 = —1,60

C) Kritischer Bereich, @ = 0,05 (gegeben), z,_« = 1,96 (nach Tabelle)
2
K = (—00; —1,96) U (1,96; o)

4 | | Vi
196 O 1,96

D) Wertvon U = —1,60 liegt nicht im kritischen Bereich. Folglich lehnen wir Hy nicht ab.

BEISPIEL FUR EINSEITIGE FRAGESTELLUNG: Druckfestigkeit einer Betonsorte soll gepriift werden:
o2 = 6,76 ist bekannt
n=10
X =228
Mindestfestigkeit py = 28
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Frage: Wird die Druckfestigkeit deutlich unterschritten?
A) Ho:p = po, Hy:p < po

B) Teststatistik: U = @ n=-2

C) Kritischer Bereich K = (—o,—-Z;_,)
a=0052,_, =164
K = (—o0; —1,64)

D) Ablehnen der Nullhypothese. Wert von U berechnen, U = —2

02 UNBEKANNT, TESTS UBER p.

A) Ho:p = po, Hytpt # o
bzw.
Ho:p < po,  Hyipe > po
Ho:po = pg,  Hpip < pg
B) Testgrofie
X —
tn_l — n Ho \/E
s
n
2 1 7 )2
S zn_lz(Xi _Xn)
i=1
Fir u = pg hatt,_; eine t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.
C) Kiritischer Bereich

t-Verteilung mit (n — 1)

/ Freiheitsgraden

a
1 —E,n—l

K = (—oo, _tl—“/z,n—l) u (tl—“/z,n—l' oo)
K= (tl—a,n—l'oo)
K= (_Oor_tl—a,n—l)

D) Berechnen des Wertes der Teststatistik und Entscheidung treffen.
BEISPIEL: Wellendurchmesser: Abweichung von Normwert nach unten.

s2 =25
a = 0,05

n =20, X =42,
Normwert y, = 45,

a
1—5,11 -1

[ = po gegen i # po

< po gegen i > pg
W > 1o gegen p < g
Hy Hy
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A) Horp = po, Hyrp < g
B) Testgrofie:
X —u
t,_q = "TO\/;

C) Kritischer Bereich:
K = (_°°'_t1—a,19) = (—o0; —1,729)
295 /20 = —2,683. Folglich lehnen wir H ab.

D) Wertvont,_; ist N
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35
18

Statistische Tests

Wahrscheinlichkeit
bedingte

totale

Wabhrscheinlichkeitsfunktion

11
14

Wahrscheinlichkeitsmaf3

Wabhrscheinlichkeitsraum

diskreter

Klassischer

[eoliecllo BN BN Moo}

laplacescher

Wahrscheinlichkeitstabelle 19

Z

Zufallsvariable 18
diskrete 19
stetige 20
Unabhéngigkeit 23

y-Quantil 29
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